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あらまし 適応自然勾配法は自然勾配法における Fisher情報行列の逆行列を近似的に求めるもので，1) 入力の分布を予め
知っている必要が無い，2) 入力次元をN とすると，O(N3)だった計算コストを O(N2)にする，という利点がある．本研究
ではソフトコミティーマシンでのオンライン学習の枠組みで，統計力学的手法を用いて，適応自然勾配法の性能を評価した．

その結果，ネットワークパラメータの更新割合と Fisher情報行列の逆行列の推定値の更新割合との比を小さくすれば，自然
勾配法とほぼ同等の性能が出ることが分かった．
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Abstract Adaptive natural gradient descent (ANGD) approximates the inverse of Fisher information matrix di-
rectly. Compared to natural gradient descent (NGD), it has following advantages ; 1) it works without any knowledge
of the input distribution, and 2) it reduces the caliculation cost from O(N3) to O(N2). In this report, we evaluate
ANGD using statistical mechanics techniques in respect of on-line learning of soft committee machines. We also show
that it has almost the same performance to NGD if the ratio of the update speed of network parameters to the one of
the estimator of the inverse of Fisher information matrix is set small enough.
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1. は じ め に
多層パーセプトロンを，誤差関数を定義して勾配法で学習

させる場合，隠れユニットの入れ換え対称性に起因する鞍点
構造が生ずる [1], [2]．特に最急降下法では，学習の過程で鞍
点近くを通過するため，この時に学習曲線のプラトーが生じ，
大きな問題となっている．互いに同構造の教師ネットワーク
と生徒ネットワークを用意し，教師のパラメータを教師が出
す出力をもとに生徒が学ぶというケースで議論すると，教師
の隠れユニット間で，入力に対する重みベクトルに強い相関
がある場合，このプラトーは更に増加することが分かってい
る [6]．一方，自然勾配法 [3]～[5]では，学習割合を十分小さ
く設定すれば，教師の隠れユニット同士の相関に関係なく，
プラトーは殆ど生じないという望ましい性質がある [6]．
しかし，自然勾配法は反面，1)特異点付近での学習が不

安定になる，2) 入力の分布を予め知っている必要がある，
3)Fisher情報行列の逆行列の計算が時間がかかる，等の欠
点が知られている．この内，1) は依然未知の部分が大きい
が，2,3)については，適応自然勾配法が代替方法として提案
されている [7], [8]．そこで今回我々は，自然勾配法に見られ
た望ましい性質が，適応自然勾配法の近似によってどの程度
変化しているかを評価した．
様々な学習手法は一般にバッチとオンラインの二通りの学

習のさせ方が存在する．オンライン学習では学習サンプルを
一度しか使用しないため，系の状態と学習サンプルが独立で
あるため，解析が容易になるメリットがある．更に統計力学
的手法を用いると，本来確率的にしか表されない学習のダイ
ナミクスが，入力次元 N → ∞で漸近的に決定論的になる
ため，確率的シミュレーションを繰返し行わなくとも，一般
的な性質を引き出し易くなる [1]．
今回我々は，多層パーセプトロンを簡略化したソフトコミ

ティーマシンのオンライン学習の枠組みで，自然勾配法と適
応自然勾配法の違いを，統計力学的手法を用いて評価したの
で報告する．

2. モ デ ル
教師ネットワークは中間層のユニット数M 個，生徒ネッ

トワークはK 個のソフトコミティーマシンを考える (図 1)．

ζ ≡ fB(ξ), fB(ξ) ≡
M∑

k=1

g(BT
k ξ), (1)

ζ′ ≡ fJ (ξ) + n, fJ(ξ) ≡
K∑

k=1

g(JT
k ξ), (2)

但し，•T は転置を表す．ここで，Bi ∈ R
N 及び Ji ∈ R

N

は，i番目のユニットの，入力 ξ ∈ R
N に対する重みベクト

ルである．教師ネットワークの確率分布は，入力分布を p(ξ)
とすると，

p(ξ, ζ) ≡ p(ξ)δ(ζ − fB(ξ)) (3)

となる．但し，δ(•)はデルタ関数である．生徒ネットワーク
には，正規分布ノイズ n ∼ N (0, σ2)が加えられることとす
ると，確率分布は，

pJ (ξ, ζ′) ≡ p(ξ)pJ (ζ′|ξ) (4)

pJ (ζ′|ξ) ≡ 1√
2πσ2

exp
(
−{ζ ′ − fJ(ξ)}2

2σ2

)
(5)

となる．学習によってパラメータベクトルJ≡ [JT
1 , JT

2 , ...,JT
K ]T
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図 1 ソフトコミティーマシン

∈ R
KN を少しずつ更新することで，生徒の確率分布を教師

の確率分布に近づけることを考える．
与えられた個々の正解サンプル {ξ, ζ}に対する誤差関数

を，対数損失を用いて

εJ (ξ, ζ) ≡ − ln pJ (ζ|ξ) + c0 =
1

2σ2
{εd(ξ)}2 (6)

εd(ξ) ≡ fJ(ξ)−fB(ξ) (7)

で定義する．但し，c0 ≡ − ln
√

2πσ2はパラメータが完全に
一致している (J = B)時の誤差を 0にする定数である．ま
た，汎化誤差を

εg(J) ≡ 〈εJ(ξ, ζ)〉{ξ,ζ} (8)

で定義する．但し，〈•〉{◦} は，確率変数 ◦での平均である．
勾配法のパラメータ更新則は一般に，

∆J = − η

N
M∇J εJ(ξ, ζ) (9)

で表され，M = I(単位行列)とするのが通常の最急降下法，
M = G−1(Gは J の Fisher情報行列)が自然勾配法 [3]で，
G−1の代わりにその推定値 Ĝ−1を用いるのが適応自然勾配
法 [7], [8]である．Fisher情報行列は，

G ≡ 〈
[∇J ln pJ (ξ, ζ′)][∇J ln pJ (ξ, ζ′)]T

〉
{ξ,ζ′}

=
1
σ2

〈
[∇f ][∇f ]T

〉
{ξ} (10)

で定義される．但し，∇f は，∇JfJ (ξ)の意である．Gを
オンラインで推定するには，与えられる個々の ξに対して，
更新割合 (0 < ρ

N < 1)を設定して，

∆Ĝ ≡ ρ

N

[
−Ĝ +

1
σ2

[∇f ][∇f ]T
]

(11)

で，更新していく方法が考えられる．この時，Ĝ−1 の差分
は Sherman-Morrison公式を用いて正確に，

∆Ĝ−1=
ρ
N

1− ρ
N

Ĝ−1−
1

σ2 Ĝ−1[∇f ][∇f ]T Ĝ−1

1+ ρ
N

{
1

σ2 [∇f ]T Ĝ−1[∇f ]−1
}


(12)

となる．これが適応自然勾配法で，GでなくG−1 を直接推
定できるため，逆行列を計算する手間が省ける (逆行列の計
算はO((NK)3)，適応自然勾配法の計算はO((NK)2)のコ
ストである)．また，入力分布 p(ξ)を必要としない．Ĝ−1の
初期値は正定値対称行列であればよいが，σ2I とすると，汎
化誤差を除いて系が σ2 に依存しなくなる．



3. 理 論

3. 1 オーダーパラメータ
入力を ξ ∼ N (0, I)とすると，系のN 次元ベクトル全て

(ξ，Bi，Ji)を原点周りで回転させても本質的に同等である
ので，これらの相関のみで系を記述できる [1], [4]．即ち，

x ≡ [xi]i=1,...,K , xi ≡ JT
i ξ

y ≡ [yi]i=1,...,M , yi ≡ BT
i ξ

Q ≡ [Qij ]i,j=1,...,K , Qij ≡ JT
i Jj

R ≡ [Rij ]i=1,...,K,j=1,...,M , Rij ≡ JT
i Bj

T ≡ [Tij ]i,j=1,...,M , Tij ≡ BT
i Bj

(13)

である．fJ(ξ), fB(ξ)は ξの代わりに x, yを用いてそれぞ
れ計算できる．また，Qは生徒の重みベクトル同士の相関，
T は教師の重みベクトル同士の相関，Rは生徒と教師の重
みベクトル間の相関である．これにより，入力次元 N が大
きい時でも，系のパラメータ数を N に依存しない形に圧縮
できる．また，

z ≡ [xT , yT ]T , C ≡
[

Q R
RT T

]
(14)

とすると，z ∼ N (0, C)となる．
汎化誤差は，オーダーパラメータで表すことができる．

εg =
1

2σ2

∫
p(z)dz {εd(z)}2 (15)

εd(z) = fJ(x)−fB(y) =
K+M∑
k=1

akg(zk) (16)

ai ≡
{

1 (i = 1, ...,K)
−1 (i = K+1, ...,K+M) (17)

また，ここから先 g(x) ≡ erf(x/
√

2)，g の一次導関数を

g′(x) =
√

2
π e−

x2
2 とすると，汎化誤差は解析的に求まる (付

録 1参照)．

εg =
1

πσ2

K+M∑
i,j=1

aiaj arcsin
Cij√{Cii+1}{Cjj+1} (18)

3. 2 最急降下法
　オーダーパラメータの更新式も，オーダーパラメータ

で表すことができる [1]．

∇JiεJ =
1
σ2

εd(z)∇JifJ (19)

∇JifJ = g′(xi)ξ (20)

となるので，最急降下法の場合の J の更新則は

∆Ji = − η

σ2N
εd(z)g′(xi)ξ (21)

となり，オーダーパラメータの更新式は

∆Rij = [∆JT
i ]Bj = − η

σ2N
εd(z)g′(xi)yj

∆Sij ≡ [∆JT
i ]Jj = − η

σ2N
εd(z)g′(xi)xj (22)

∆Qij = [∆JT
i ]Jj +[∆JT

j ]Ji + [∆JT
i ][∆Jj ]

= ∆Sij +∆Sji +
η2{ξT ξ}
σ4N2

{εd(z)}2g′(xi)g′(xj)

となる．(∆Sij は便宜上導入した．以下も S については
同様．)
次に，時間 αを導入し，一回の更新で 1/N の時間が経過

するものとし，N → ∞の極限で，系のパラメータがどのよ
うに変化するかを考える．極限をとることで，系のダイナミ
クスが一意に決まるので，解析が容易になる．具体的には，
例えば∆Rij は確率変数であるが，現在時刻 αより微小時間
τ 後の値は，他のパラメータが固定されているものとして，

Rij(α+τ) = Rij(α)+ lim
N→∞

τN−1∑
k=0

∆Rij

= Rij(α)+τ
〈
− η

σ2
εd(z)g′(xi)yj

〉
{z}

(23)

と，確率変数でなくなる．従って，現在の微分値は，

∂Rij(α)
∂α

= lim
τ→0

Rij(α+τ)−Rij(α)
τ

=
〈
− η

σ2
εd(z)g′(xi)yj

〉
{z}

(24)

となる．他も同様で，簡潔のため行列形式で表すと，

∂R

∂α
= − η

σ2

〈
δyT

〉
{z}

∂S

∂α
≡ − η

σ2

〈
δxT

〉
{z} (25)

∂Q

∂α
=

∂S

∂α
+

∂ST

∂α
+

η2

σ4

〈
δδT

〉
{z}

となる．但し，

δ ≡ [δi]i=1,...,K , δi ≡ εd(z)g′(xi) (26)

とした．また，∆Qij に残っていた ξは，N → ∞で ξT ξ →
N となる．平均の計算については付録 1参照．

3. 3 自然勾配法
自然勾配法の場合も同様に計算できる [5]．まず G =

[Gij ]i,j=1,...,K をオーダーパラメータを用いて表す．これは，

λ ≡ [λij ]i,j=1,...,K

Λ ≡ [Λij ]i,j=1,...,K , Λ̃ ≡ [Λ̃ij ]i,j=1,...,K (27)

Λij =
[
Λ̃ij−λijI

]
Q−1, Λ̃ij = ΛijQ+λijI (28)

を用いて，

Gij = σ2
[
λijI + UΛijU

T
]

(29)

= σ2
[
λij

[
I − UV T

]
+ UΛ̃ijV

T
]

(30)

の二形式で表せる．またG−1 = [G−1
ij ]i,j=1,...,K も，

θ ≡ [θij ]i,j=1,...,K

Θ ≡ [Θij ]i,j=1,...,K , Θ̃ ≡ [Θ̃ij ]i,j=1,...,K (31)

Θij =
[
Θ̃ij−θijI

]
Q−1, Θ̃ij = ΘijQ+θijI (32)

を用いて，

G−1
ij = σ2

[
θijI + UΘijU

T
]

(33)

= σ2
[
θij

[
I − UV T

]
+ UΘ̃ijV

T
]

(34)

の二形式で表せることが分かっている [4]．但し，U ≡



[J1 · · ·JK ] は N × K 行列，V ≡ U [UT U ]−1 = UQ−1

は U の一般逆行列で V T U = I を満たす．また，λij，θij

はスカラー，Λij，Λ̃ij，Θij，Θ̃ij はK ×K 行列で，オー
ダーパラメータより求めることができる (付録 2参照)．ま
た，Λij と Λ̃ij は互いに表裏の関係になって，片方が求まれ

ば λij , Qを用いて残りも求まる．Θij と Θ̃ij についても同
様である．二通りの表現を用いるのは，それぞれに計算式が
簡潔になる利点があるためである．

J の更新則は，

∆Ji = − η

σ2N

K∑
k=1

G−1
ik [δkξ] (35)

なので，G−1 を含む他のパラメータが固定されているとし
て，N → ∞の極限を計算すると

∂R

∂α
= −η

[
θ

〈
δyT

〉
{z} + ΞR

]
∂S

∂α
≡ −η

[
θ

〈
δxT

〉
{z} + ΞQ

]
(36)

∂Q

∂α
=

∂S

∂α
+

∂ST

∂α
+ η2θ

〈
δδT

〉
{z} θT

となる．但し，

Ξ ≡ [Ξij ]i,j=1,...,K , Ξij ≡
K∑

k,l=1

〈δkxl〉{z} [ΘT
ik]lj (37)

とした．

3. 4 適応自然勾配法
ここでは，次の二つの近似を使う．1)J と Ĝ−1 の更新に

用いる ξは同一であるが，そうすると二回目以降の更新で J
と Ĝ−1 に共通の偏りが生じて，微分を求める際にパラメー
タを固定できなくなるため，別々の独立な ξを用いるものと
して計算する．本来は J 及び Ĝ−1のダイナミクスを同時に
議論するべきであるが，この仮定により，それぞれの時間微
分が別個の平均操作で求まるようになる．尚，η, ρが共に小
さい時はこの近似が成立する．

2)二点目は，式 (12)の平均操作は分母に確率変数があり
難しいため，代わりに Ĝのダイナミクスを求めてその逆行
列で代用する点である．Ĝの現在時刻 αより微小時間 τ 後
の値は，

Ĝ(α+τ) =
{
1− ρ

N

}τN

Ĝ(α)

+
τN−1∑
k=0

ρ

N

{
1− ρ

N

}k 1
σ2

[∇f ][∇f ]T (38)

で，J が固定されているものとして N → ∞により，
Ĝ(α+τ) = e−ρτĜ(α) + {1−e−ρτ}G (39)

∂Ĝ

∂α
= lim

τ→0

1−e−ρτ

τ

[
−Ĝ + G

]
= ρ

[
−Ĝ + G

]
(40)

となる．Ĝ−1 を [Ĝ]−1 で代用するので，

∂Ĝ−1

∂α
= −Ĝ−1 ∂Ĝ

∂α
Ĝ−1

= ρ
[
Ĝ−1 − Ĝ−1GĜ−1

]
(41)

とできる．ρが小さい時はこの近似が成立する．

次に，Ĝ−1 = [Ĝ−1
ij ]i,j=1,...,K をオーダーパラメータで

表すことを考える．今，Ĝ−1 が先の θ,Θ, Θ̃ に相当する
ω,Ω, Ω̃を用いて常に表せると仮定する．即ち，

ω ≡ [ωij ]i,j=1,...,K

Ω ≡ [Ωij ]i,j=1,...,K , Ω̃ ≡ [Ω̃ij ]i,j=1,...,K (42)

Ωij =
[
Ω̃ij−ωijI

]
Q−1, Ω̃ij = ΩijQ+ωijI (43)

を用いて，

Ĝ−1
ij = σ2

[
ωijI + UΩijU

T
]

(44)

= σ2
[
ωij

[
I − UV T

]
+ UΩ̃ijV

T
]

(45)

とできると仮定する．すると，∂ �G−1

∂α も ω,Ω, Ω̃を用いて表
せる．

∂Ĝ−1
ij

∂α
= ρσ2

[
[ω−ωλω]ij

[
I−UV T

]
+U

[
Ω̃−Ω̃Λ̃Ω̃

]
[ij]

V T

]
(46)

但し，[•][ij]は，i, j成分ではなく i, jブロック (K×K行列)
を指すものとする．もし，Jのダイナミクスが固定 (∂J

∂α = 0)

で，Ĝ−1 のみを更新していくなら，ω,Ω, Ω̃のダイナミク
スは

∂ωij

∂α
= ρ[ω−ωλω]ij (47)

∂Ω̃ij

∂α
= ρ

[
Ω̃−Ω̃Λ̃Ω̃

]
[ij]

(48)

となるが，実際には学習則に従ってU，V も更新されてい
くので，∂ �Ω

∂α はそれを考慮しなければならない．式 (46) の
右辺と式 (45)の右辺を微分した式が等しい

ρσ2

[
[ω−ωλω]ij

[
I−UV T

]
+ U

[
Ω̃−Ω̃Λ̃Ω̃

]
[ij]

V T

]
= σ2

[
∂ωij

∂α

[
I−UV T

]−ωij

[
∂U

∂α
V T+U

∂V T

∂α

]

+
∂U

∂α
Ω̃ijV

T+UΩ̃ij
∂V T

∂α
+U

∂Ω̃ij

∂α
V T

]
(49)

ことから，両辺に左右から V T，U を掛けることで

∂Ω̃ij

∂α
= ρ

[
Ω̃−Ω̃Λ̃Ω̃

]
[ij]

+ Ωij

[
∂Q

∂α
− ∂S

∂α

]
− Q−1 ∂ST

∂α
ΩijQ (50)

を得る．式 (47)と (50)を元の式 (49)に代入して，右辺−左
辺を計算すると，

[I−H ]
∂U

∂α
ΩijQV T + UΩijQ

∂V T

∂α
[I−H ] (51)

となり，これは何れの項も 0 になるので，確かに成立して
いることが分かる．但し，H ≡ UV T は，N 次元ベクト
ルを U の列ベクトルで張る空間に垂直に落とす直交射影行
列，[I−H ]は，その垂直成分のみを抽出する行列である．
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図 2 理論計算による汎化誤差の時間変化．(a)自然勾配法，
(b)適応自然勾配法 (近似 1(別個の ξ), 2(Ĝ−1 を [Ĝ]−1 で代用)を使用).
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図 3 N = 500での汎化誤差の時間変化．(a)自然勾配法，
(b)適応自然勾配法 (近似 1(別個の ξ)使用)，(c)適応自然勾配法 (近似なし).

ω,Ω, Ω̃の初期値は，ω = I，Ω = 0 とすれば，先の初期
値 Ĝ−1 = σ2I を満たすことができる．従って，Ĝ−1 が常
に ω,Ω, Ω̃を用いて表せることが分かる．

∂R
∂α，

∂Q
∂α は，前述の自然勾配法のダイナミクスで，θ,Θ, Θ̃

を ω,Ω, Ω̃に置き換えることで同様に計算できる．

4. 結 果
自然勾配法と適応自然勾配法の理論を，時間幅 α = 0.1で

Runge-Kutta法で数値計算した結果を示す．中間層ユニッ
ト数は生徒，教師共に 2個 (K = M = 2)とし，J の更新

割合を小さく η = 10−2，Ĝ−1の更新割合を ηよりも大きく
して ρ = 10−1 とした．σ2 = 1は汎化誤差以外には影響し
ない．生徒，教師の各重みベクトル Ji, Bi については長さ
を 1とし，教師間角度 κ ≡ arccos( T1,2√

T1,1T2,2
)は，幾つか変

化させたものを試した．

κ = 2−i{π/2} (i = 0, 1, ..., 4) (52)

生徒同士の相関及び対応する教師との相関は，Q1,2 = R1,1 =
R2,2 = 1√

500
，相手の教師に対する相関は R1,2 = R2,1 =

1√
500

− 2√
500

sin κ
2 とした．これらは，Jの初期値をN (0, 1

N I)
でランダムに設定すると，

〈Qii〉{J} = 1

√
〈{Qij}2〉{J} =

1√
N

(i |= j)√
〈{Rij}2〉{J} =

1√
N

(53)√
〈{Rik−Rjk}2〉{J} =

2√
N

sin
κ

2
(i |= j)

となることから，N = 500を想定した値を用いた．
図 2に，汎化誤差 εg の時間変化を示す．(a)の自然勾配

法に比べて (b)適応自然勾配法でもプラトーは殆ど生じず，
教師の相関 κにもあまり影響されていないことが分かる．総
じて，η

ρ � 1の時はプラトーが生じず，そうでない時はプ
ラトーがこの値に応じて増大する傾向があった．これは，η

ρ

が小さければ，J の変化 (即ちG−1 の変化)に Ĝ−1 の更新
が十分ついて行けることによると考えられる．
次に，オリジナルの漸化式 (12)を用いた，N = 500での

実シミュレーションを行い，理論を検証した．初期条件は，
J ∼ N (0, 1

N I) とし，他は理論計算と同様とした．結果を
図 3に示す．(a)は自然勾配法，(b)，(c)は適応自然勾配法
で，(b)は ξ を J と Ĝ−1 用に別個に用意したもの，(c)は
本来の近似を用いない手法である．(b)，(c)共に図 2(b)の
理論値と大きくは異なっていないことが分かる．図 3(c)と
図 3(b)の相違は，近似 1)の ξを別個に用意したことによる



もの，図 3(b)と図 2(b)の相違は，近似 2)のĜ−1を [Ĝ]−1

で代用したことによるものと考えられる．
ρの値が大きい時，適応自然勾配法の理論値は自然勾配法

とほぼ同じであったが，近似 1,2による二つの相違は共に拡
大する傾向があり，近似を用いないシミュレーションは，理
論値の倍以上の学習スピードを示した．

5. 結 論
ソフトコミティーマシンのオンライン学習について，統計

力学的手法を用いて適応自然勾配法の性能を評価した．その
結果，η

ρ を十分小さく設定すれば，自然勾配法とほぼ同等の

性能を持つことが分かった．また，理論値を求める際に二つ
の近似を用い，シミュレーションで近似による誤差の程度を
評価した．

付 録

1. ガウス積分
z ∼ N (0, C), g(x) ≡ erf(x/

√
2), g′(x) =

√
2
π e−

x2
2 とす

ると，以下の積分は解析的に解くことができる [1]．

〈g(zi)g(zj)〉{z}=
2
π

arcsin
Cij√{Cii+1}{Cjj+1}

〈g′(zi)g(zj)zk〉{z}=
2
π

c1

{Cii+1}√|Mij |
(A·1)

〈g′(zi)g′(zj)g(zk)g(zl)〉{z}=
4
π2

1√|Mij |
arcsin

c4√
c2c3

但し，

Mij ≡
[

Cii+1 Cij

Cij Cjj +1

]
(A·2)

c1 ≡
∣∣∣∣Cii+1 Cij

Cik Cjk

∣∣∣∣ , c2 ≡
∣∣∣∣∣∣

Mij Cik

Cjk

Cik Cjk Ckk+1

∣∣∣∣∣∣
c3 ≡

∣∣∣∣∣∣
Mij Cil

Cjl

Cil Cjl Cll+1

∣∣∣∣∣∣ , c4 ≡
∣∣∣∣∣∣

Mij Cil

Cjl

Cik Cjk Ckl

∣∣∣∣∣∣
これらを用いて，

εg =
1

2σ2

K+M∑
i,j=1

aiaj 〈g(zi)g(zj)〉{z}

〈δizj〉{z} =
K+M∑
k=1

ak 〈g′(zi)g(zk)zj〉{z} (A·3)

〈δiδj〉{z} =
K+M∑
k,l=1

akal 〈g′(zi)g′(zj)g(zk)g(zl)〉{z}

が求まる．

2. 自然勾配法
自然勾配法の λ,Λ, Λ̃, θ,Θ, Θ̃は，上記のMij を用いて

以下のように求めることができる [4]．

λij =
2
π

1√|Mij |
(A·4)

Λij = −λij

[
ei ej

]
M−1

ij

[
ei ej

]T (A·5)

θ = λ−1, Θ̃ = Λ̃−1 (A·6)

但し，ei ∈ R
K は第 i成分のみ 1の単位ベクトルである．Λ̃

及び，Θは，式 (28,32)を用いて求まる．
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