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Sourlas符号のPCAによる解析
A PCA approach to Sourlas code analysis
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Abstract: We investigated the decoding process of 3-body Sourlas code using principal
component analysis (PCA) method. In this report, we show the possibility that extracted
axes by PCA could be useful parameters, such as order parameters or free energy, for
understanding both dynamical and equilibrium states of the system. This PCA approach
could be valid even in more difficult systems that we cannot investigate analytically.

Keywords: Sourlas code, spin glass, principal com-
ponent analysis (PCA), exchange Monte Carlo method,
replica theory

1 はじめに
近年，統計力学的手法が確率的情報処理に盛んに適用

されている．その一つの理由は，Sourlas符号やGallager
符号のような誤り訂正符号 [1]や CDMA[2]が，統計力
学で解析されてきた平均場モデルに属しており，それら

の系をレプリカ法に代表される理論的な手法によって，

定量的に解析できるからである．統計力学的手法では，

系の大きさが無限大の極限をとり，オーダーパラメータ

と呼ばれる，系のマクロなパラメータが満たす閉じた方

程式 (オーダーパラメータ方程式)を導出する．我々はそ
のオーダーパラメータ方程式を解き，オーダーパラメー

タを “視る”ことにより，系のミクロな挙動に捕われる
ことなく，望ましくない局所解の存在など，系のマクロ

な性質を知ることができる．

このような魅力的な枠組にも致命的な欠点がある．ほ
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とんど全ての確率モデルは解けないということである．

そこで普通は，解けるモデルを典型系として解いておい

て，これらの典型系の性質を定性的に補間することで，

解けないモデルの性質を類推する戦略がとられる．しか

し，この戦略にも限界がある．これは，格子上のスピン

グラスモデルで平均場モデルで展開された，レプリカ対

称性の破れ描像が成り立つか否かの論争が続いているこ

とからも容易に想像できる [3]．補間による類推が難し
い系では，何某かの特殊性が存在していると考えられ，

それらを一つ一つ解明していくことが必要である．

解けないモデルを “視る”手法として，計算物理の分
野では，素子の相関行列の固有ベクトルのうち，大きな

固有値を持つ少数個の固有ベクトルが張る部分空間へ状

態空間を射影する主成分分析 (PCA)が，最近積極的に
試されている．PCAにより，格子上のスピングラスモ
デルの性質が直観的に理解できたり [3, 4]，タンパク質
の折畳みのダイナミクスを可視化することが可能になっ

ている [5]．
これらを前提にすれば，解けない確率モデルに PCA

を用いて，少数個の固有モードを解析すれば，解けない

モデルでもオーダーパラメータに対応する量が自動抽出

できる可能性がある．しかし，PCAで抽出された軸が，
本当にオーダーパラメータに対応するのか，対応しな

いのならどう違うのかは，それほど明らかになっていな

い．これを知るためには，可解モデルをPCAで解析し，
オーダーパラメータから得られる系の性質が，PCAの
手法で得られる系の性質とどのように関係しているかを

調べる必要がある．そこで，本研究では，確率的情報処

理の統計力学的モデルで最も単純なものの一つである 3
体 Sourlas符号を議論する．3体 Sourlas符号では正し
い解と不適切な局所解が共存することが知られており，
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図 1: T = 1.1, J0 = 1での mの安定解（太線）．J = 1.34
で一次相転移を起こす．バー付きプロットは N = 512でのシ
ミュレーション結果．J = 0 でスタートさせ，0.05刻みで増
加させた．Jijk は試行毎に独立に設定した．
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図 2: N = 128でのシミュレーション結果．他は図 1に同じ．

レプリカ法の結果と PCAの手法を比較する良い系の一
つであると考えられる．

2 モデルと解析
ここでは 3体 Sourlas符号の復号を議論する．原信号

ξ ≡ [ξ1, .., ξN ]の各成分は±1の二値をとるものとし，そ
の事前確率は一様分布であるとする．符号化には 3体の
パリティ検査符号 J̃ijk = ξiξjξk を用いる．通信路はガ

ウス通信路を考え，雑音のある通信路からの出力 {Jijk}
を与えた時の原信号 ξの事後確率を用いて原信号を推定

する．この 3体 Sourlas符号の復号過程の性質は，下記
の確率分布を持つ系の平衡状態を求める時の性質に対応

する [6]，

P (s) ≡ exp(−βH(s)), (1)

H(s) ≡ −
N∑

i<j<k

Jijksisjsk, (2)

Jijk ∼ N
(

K!J0

NK−1
ξiξjξk,

K!J2

2NK−1

)
. (3)

ここでK = 3，N は符号の次元，s ≡ [s1, .., sN ]は復号
スピンを表す．N → ∞の熱力学的極限を議論するため
に，Jijk は N に関してスケーリングされた正規分布に

従うとした．

式 (2)，(3)をレプリカ法及びレプリカ対称性近似を
使って解析すると，オーダーパラメータ方程式は，

m =
∫

Dz tanh β

(
J0KmK−1+J

√
KqK−1

2
z

)
, (4)

q =
∫

Dz tanh2 β

(
J0KmK−1+J

√
KqK−1

2
z

)
,(5)

となる [6]．
∫

Dz は，
∫∞
−∞ dz exp(−z2/2)√

2π
の意味である．

また，m ≡ 1
N s ·ξは，復号スピンと原符号とのオーバー

ラップ，qはレプリカ間のオーバーラップである．

図 1，2の実線が温度 T = 1/β = 1.0でのm-J プロッ
トである．式 (4)，(5)はm = 0の自明な解を持ち，更
に J ≤ 1.34ではm �= 0の非自明な解も持つ．m �= 0解
が，Sourlas符号の望ましい復号結果に対応する．m = 0
解とm �= 0解が共存することから，復号する際に必ず
m = 0の不適切な解が存在することが分かる．この不
適切な解がスピングラス状態もしくは常磁性状態に対応

する．

3 シミュレーション

3.1 交換モンテカルロ法

シミュレーションには，交換モンテカルロ法 [7]を用
いた．これは，{Jijk}は同じだが，温度が異なる複数の
系を用意し，個々の系で通常の緩和を行いつつ，系の温

度も時々入換える手法である．高温でグローバルサーチ，

低温でローカルサーチを同時に行うため，ローカルミニ

マに留まってしまうことが少ない．また，温度交換は詳

細釣合を満たすよう行うため，設定した全ての温度につ

いての平衡分布が求まる．これは，simulated annealing
法等には無い利点である．

本研究では，各温度での系を，Heat bath法で 1モン
テカルロステップ行う毎に，各温度間をMetropolis法
で交換した．Heat bath法は，ランダムに選択されたス
ピンについて，確率

exp(−βH1)
exp(−βH0) + exp(−βH1)

(6)

で，スピン反転を起こさせる手法である．H0は現在の

スピン状態でのハミルトニアン，H1は，選択されたス

ピンが反転している状態でのハミルトニアンである．一

方Metropolis法は，確率

min
(

exp(−βH1)
exp(−βH0)

, 1
)

(7)

で，スピン反転を起こさせる手法である．ここでは，こ

れを温度交換に使うため，{β0, H0}, {β1, H1}で表され



図 3: N = 128, J = J0 = 1, T = 1.10 での，第 1(横軸)，
第 2(縦軸)主成分のヒストグラム．

図 4: T = 1.15でのヒストグラム．他は，図 3に同じ．

る二つの系を選択して，確率

min
(

exp(−β0H1) exp(−β1H0)
exp(−β0H0) exp(−β1H1)

, 1
)

(8)

で，それぞれの系の全スピンを入換えるものである．全

ての温度の系のスピン状態をSで表すと，Heat bath法
もMetropolis法も，遷移確率は平衡状態での詳細釣合

P (S0)P (S0 → S1) = P (S1)P (S1 → S0) (9)

を満たすため，平衡状態に達すれば，正しい分布が得

られることになる．ここで P (S0) は状態 S0 をとる確

率，P (S0 → S1)は状態 S0 から S1 へ遷移させる確率

である．

ここでは，N = 128，T = 0.9, 0.95, ..., 1.4の 11温度
で交換モンテカルロ法を行った．

3.2 主成分分析

次に，平衡状態に達した系のスピン状態をサンプリン

グし，以下の手順で PCAを適用した．PCAは次のよ
うに，分散共分散行列の対角化で求められる．

Σ ≡ Var[s] = V DV T (10)

ここで Σは，全スピン s ≡ [s1, .., sN ]の分散共分散行
列，D ≡ diag[d1, .., dN ] は N × N 対角行列で，固有

値に対応する．d1 ≥ ... ≥ dN ≥ 0 とすれば，対応す
る正規直交化された固有ベクトル v1, ..,vN を用いて，
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図 5: 図 3で使用した T, Jijk を用いて，新たな初期値で緩和
させた様子．初期mの値によって，約 0.6を境に，m �= 0解
への収束 (•)と，m = 0解への収束 (�)に分かれた．
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図 6: 図 5 の緩和の様子を，図 3 で得られた PCA 軸（第 1
主成分及び第 2主成分）に射影したもの．

V ≡ [v1, ..,vN ]となる．第 i固有ベクトル vi が第 i主

成分ベクトルである．分散共分散行列 Σは，系のスピ

ン状態をM(≥ N)回サンプリング（s(1), .., s(M)）して，

各成分 Σij を，次のように計算すればよい．

Σij =
1

M−1

M∑
k=1

(s(k)
i −s̄i)(s

(k)
j −s̄j), (11)

但し，s̄i ≡ 1
M

∑M
k=1 s

(k)
i ．

交換モンテカルロ法を用いて得られた平衡状態のデー

タについて，各温度でそれぞれこの操作を行った．

3.3 平衡状態

図 3 に，横軸をスケーリングされた第 1 主成分 (=
1√
N

s · v1)，縦軸を第 2主成分 (= 1√
N

s · v2)とした，ス
ピンの状態のヒストグラムを示す．各主成分軸とm軸と

の関係を調べてみると，第 1主成分がほぼmに相当し，

右の高いピークがm �= 0解に，真中の低い山がm = 0



解に相当していることが分かった．このことは，PCA
によってm軸が抽出できたことを意味する．第 2主成
分に相当する物理量は自明ではないが，m �= 0解周辺
での揺らぎに対応していると考えられる．図 4に，同様
の条件で，温度を少しだけ上げた (T = 1.15)ものを示
す．この温度では，山の高さが逆転しており，この辺り

の温度で自由エネルギーの入換が起こっていることを示

唆する．

従来 3体 Sourlas符号は，シミュレーションでm = 0
解を求めることは困難とされていたが，適切な温度設定

を行えば，交換モンテカルロ法を使って，この解を安定

に求められる可能性が示唆される．また，実際の復号問

題では，m �= 0解とm = 0解の両者を発見できたとし
ても，何れの解が望ましい解に対応するのかを見分ける

ことは難しいが，上述のように 2解が共存する温度で
PCAを行えば，m軸に相当する軸が第 1主成分として
抽出され，解が区別できる可能性が示唆される．

3.4 復号ダイナミクス

図 5に，{Jijk}の値は図 3と同じにし，mの初期値を

変化させて，緩和の様子をm軸でプロットしたものを

示す．m = 0.6を境に，これ以上だとm �= 0解に行き
易く，これ未満だとm = 0解に行き易い傾向が見られ
た．このことは，実際の復号過程で初期値をランダムに

設定すると，各主成分は 0に近い値となるため，m = 0
解が容易に探索でき，m �= 0解はなかなか発見できな
いことを意味する．

図 6に，この緩和の様子を，図 3で得られた PCAの
第 1，第 2主成分軸に射影してプロットしたものを示す
(同様に 1√

N
でスケーリングした)．第 1主成分はほぼm

に相当し，やはり 0.6付近が境になっていることが確か
められる．

緩和過程が，図 3のヒストグラムの勾配を登るような
形で推移しているのは興味深い．ここでは，各主成分は

平衡状態から得られた静的な情報を元に計算されている

が，図 3，4のように主成分を軸としてスピン状態のヒ
ストグラムを描くことにより，復号過程の動的性質も議

論できる．

4 まとめ
3体 Sourlas符号の復号過程を，主成分分析を用いて

解析した．PCAにより，m軸，即ち原符号 ξが抽出さ

れ得ることが示された．また，PCA軸でのヒストグラ
ムは，自由エネルギー地形と同様の性質がある可能性

が示された．これらより，解析が難しい複雑な系でも，

PCAを行うことで自動的に，従来のオーダーパラメー

タや自由エネルギーに相当するパラメータが抽出できる

可能性が示唆された．
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